Nemzetkozi Csillagaszati és Asztrofizikai Didkolimpia
Szakkor 2016-17
1. Gravitacio, égi mechanika
Tanari jegyzet

Dalya Gergely, Csornyei Géza, Bécsy Bence

1. Tematika

e Newton féle gravitécios torvény

e Kozmikus sebességek

e Kepler torvények

e Kipszeletek

e Pailyaelemek

e Specialis palyak (geostacionarius, geoszinkron, stb.)
e Schwarzschild-sugar

e Palyamenti sebesség

e Kepler-egyenlet

2. Newton féle gravitacios torvény

Egy m tomegi testre hato eré egy téle r tavolsagban 1évé M tomegt test hatésara:

mM
r2

F=G

(1)

G = 6,67 x 10—1“12;2

Nagyon kicsi. Példa: egyméastol 1 méterre 16v6 1kg-os tomegek. F' = G(1 kgl kg)/((1 m)?) =
6,67 x 10~ N. Nagy méretekesetén jelentds csak amikor mar szinte minden méas erével szemben
dominéns lesz. (Toltések kiatlagolodasa, tomeg Gsszeadodasa.)

Mekkora erével hat a Nap a Foldre?



F= Gm‘;\/‘[ = grero

r L=

=3,56 x 102 N (2)

me = 6 x 10?4 kg
me =2 x 10% kg
re =1,5x 10" m
Példak: B.4. feladat

3. Kozmikus sebességek

1. kozmikus sebesség (kOrsebesség): Az a legkisebb sebesség, amely ahhoz sziikséges, hogy
egy tlreszkoz egy égitest koriili korpalyara alljon.
Szemléltetés: Agyuval kiloviink golyokat egyre nagyobb sebességgel. Igy egyre messzebb men-
nek, majd egy adott sebességnél mar az egész bolygdt megkeriilik és hatba talaljak a ttizszerészt.
Kiszamitasa: Korpalyan valdo mozgas feltétele, hogy a testre hato eré megegyezzen a centri-
petélis erével:

Fy = Fy (3)
Beirva a gravitacios és centripetalis erék képletét:
mM v?
G = m— 4
e —mt 4)
Atalakitva kapjuk, hogy:
GM
vr=A\ (5)

2. kozmikus sebesség (szOkési sebesség): Az az elméleti kiiszobsebesség, amelyet meg-
szerezve egy Ureszkoz a legkisebb energiaju elszakadasi palyara, egy parabolapélyara tud allni,
Szemléltetés: Eloz6 agyus abra folytatasa.
Kiszamitas: Ez éppen akkor lesz amikor az tireszkoz energiaja éppen nulla. Ha ennél nagyobb
energiaja lenne, akkor mar hiperbola palya lenne, ha ennél kisebb, akkor pedig ellipszispélya.
Tehat E,,; = 0 és tudjuk, hogy a teljes energia az alabbi moédon fejezhetd ki
1 mM

Etot = §m'U -G ,

Ezt kell tehat nullaval egyenl6vé tenniink. Igy kapjuk, hogy

(6)

1 mM
- - G—= 7
S - (7)
Egyszertisitve m-mel és atrendezve:
2GM
vrr = , (8)



Vegyiik észre, hogy az elsé és masodik kozmikus sebességek kozott a vy, = v/2u; Osszefiiggés
van.

3. és 4. kozmikus sebesség: Szokas még értelmezni 3. és 4. kozmikus sebességeket is.
Ezek is szokési sebesség jellegi mennyiségek. A 3. kozmikus sebesség a Naprendszer, a 4. pedig a
Tejuatrendszer elhagyasahoz sziikséges sebesség. Tényleges értékeiket az el6z6hoz hasonld modon
szamolhatjuk ki.

4. Schwarzschild-sugar

A szokési sebesség képletét tanulményozva lathatjuk, hogy eléfordulhat olyan, hogy egy égitest
felszinén a szokési sebesség eléri a fénysebességet. Az ilyen égitesteket fekete lyukaknak nevezziik,
mivel igy még a fény sem tud elszokni réla. Ez azért van, mert a relativitdselmélet értelmében
semmi nem haladhat gyorsabban a fénysebességnél.

Egy adott M tomeg( testre meghatarozhatjuk, hogy mekkora sugarta kéne legyen, hogy fekete
lyukka véaljon. Ezt a sugarat Schwarzschild-sugérnak nevezziik és az alabbi képlettel szamolhato:

_ 2G2]\4 (9)

Ez a képlet éppen abbol a feltételbsl kivetkezik, hogy a szokési sebességet egyenlévé tettiik
a ¢ fénysebességgel. Kiszamolhato igy példaul egy ember Schwarzschild-sugara is. <— Hf.

Ts
C

5. Palyamenti sebesség

Szeretnénk meghatarozni, hogy egy kupszelet alaki palyan haladé égitestnek a palya mely sza-
kaszan mekkora a sebessége. Ehhez induljunk ki az égitest teljes energiajanak megmaradéasabol:
m o, GMm
VT
Latjuk, hogy mindkét tagban szerepel az égitest m tomege, ezért érdemes inkadbb az un.
tomegegységre jutd energiat, amit e-nal jeléliink. Igy ezt kapjuk:

—al=F (10)

1, GM
_ 1 v 11
£ 2U ” ( )

Ezt most a pericentrumra (r,) és az apocentrumra (r,) felirva és atrendezve kapjuk, hogy:
v v, GM  GM

2
Za _ P _ 12
2 2 Tq Tp ( )

Ezen kiviil hasznéaljuk ki a perdiiletmegmaradast (impulzusmomentum-megmaradas) is. A
perdiilet képlete L = mrusin(a), ahol « a sebesség és a radiuszvektor kozott bezart szog. Mi-
vel mi az apocentrumra és a pericentrumra szeretnénk felirni a képleteket, ahol a sebességek
merdlegesek a radiuszokra, ezért a képlet az alabbi alakra egyszertisodik:

TpUp = TaUq (13)



Fejezziik ki innen v,-t:

Up = —q (14)
p

Ezt beirva az energiamegmaradéas képletébe:

1 1 v? r?
M{———)==2(1--=2 1
¢ ( ) 2( ) (15)

Ezt atrendezve és beirva, hogy a 2a = r, + r,, ahol a a fél-nagytengely:

v? 2a —r
< =GM ‘ 16
2 7,20 (16)
Ezt visszairva az egységnyi tomegre jutd energia képletébe:
v2 GM 2a —r, — 2a
=2 _ =GM = 17
c 2 Ta 7,20 (17)

Innen kapjuk, hogy a tomegegységre jutd energia csak a félnagytengelytdl és a kozponti égitest
tomegétdl fligg, az aldbbi moédon:

£€=——r (18)

Igy tehat felirhatjuk, hogy:

v_GM_ GM (19)

v’ =GM (2 - 1) (20)

Itt érdemes megjegyezni, hogy bar mi csak ellipszisre vezettiik le ezt az Osszefiiggést, de ez igaz
lesz minden kupszelet alakt palyara (hiperbolanal negativ fél-nagytengely konvenciot hasznélva).

6. Kepler-egyenlet

(Erésen hianyos)

E—ecsinE=M=n(t—71) (21)
2m GM
e (22)
x = a(cosE —¢)
y = bsin F (23)



