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2. Newton-féle gravitacios torvény

Egy m tomegi testre hato eré egy téle r tavolsagban 1évé M tomegt test hatésara:

mM
r2

F=G

(1)

G = 6,67 x 10—1“12;2

Nagyon kicsi. Példa: egyméastol 1 méterre 16v6 1kg-os tomegek. F' = G(1 kgl kg)/((1 m)?) =
6,67 x 1071 N. Nagy méretek esetén jelentds csak, amikor mar szinte minden maés erével szemben
dominéns lesz. (Toltések kiatlagolodasa, tomeg Gsszeadodésa.)

Mekkora erével hat a Nap a Foldre?



F= Gm‘;\/‘[ = grero

r L=

=3,56 x 102 N (2)

me = 6102 kg
me =210 kg
re =1,5-10% m
Példak: B.4. feladat

3. Kozmikus sebességek

1. kozmikus sebesség: Az a legkisebb sebesség, amely ahhoz sziikséges, hogy egy Ureszkoz
egy égitest koriili korpalyara alljon.
Szemléltetés: Agyuval kiloviink golyokat egyre nagyobb sebességgel. Igy egyre messzebb
mennek, majd egy adott sebességnél mar az egész bolygot megkertilik és hatba talaljak a tiizszerészt.
Kiszamitasa: Korpalyan valé mozgas feltétele, hogy a testre hatd eré megegyezzen a centripetélis
erével:

Fy = Fy (3)
Beirva a gravitacios és centripetalis erék képletét:
mM v?
G = m— 4
e —mt 4)
Atalakitva kapjuk, hogy:
GM
V=14 — (5)
r

Az 1. kozmikus sebesség értéke a Foldon: 7,91 km/s. Az elébbi szamitasban azonban nem
vettiik figyelembe, hogy a Fold forgasa miatt a rakétanak eleve van egy kezd@sebessége. Ez a
sebesség az Egyenliténél a legnagyobb és a sarkokon nulla az értéke. Ezért van pl. az ESA
tirkézpontja Francia Guyana-n (Kourou) és nem Europaban, ill. ezért hasznéalja a NASA a Cape
Canaveral-ban (Florida) 1évé Kennedy Urkdzpontot. Ha pontosan az Egyenlitérél bocsatanak
fel egy treszkozt, az eleve 0,46 km /s-os kezdGsebességet kap.

2. kozmikus sebesség (szOkési sebesség): Az az elméleti kiiszObsebesség, amelyet
megszerezve egy tUreszkoz a legkisebb energiaju elszakadasi palyara, egy parabolapalyara tud
allni, elszakadva a Fold vagy més égitest gravitacidojatol.

Szemléltetés: Eloz6 agyus abra folytatasa.

Kiszamitas: Ez éppen akkor lesz amikor az tireszkoz energiaja éppen nulla. Ha ennél nagyobb
energiaja lenne, akkor mar hiperbola palya lenne, ha ennél kisebb, akkor pedig ellipszispélya.

Tehat E,,; = 0 és tudjuk, hogy a teljes energia az alabbi moédon fejezhetd ki

1 M
Etot = ém'UQ — Gm

(6)

r

Ezt kell tehat nullaval egyenl6vé tenniink. Igy kapjuk, hogy



—mv° =G
2
Egyszertsitve m-mel és atrendezve:

2GM

r

(8)

Vegyiik észre, hogy az els6 és masodik kozmikus sebességek kozott a vy = /2v; Gsszefiiggés
van. A Fold esetében a mésodik kozmikus sebesség értéke 11,2 km/s. Az els6 ember készitette
targy, amely elérte ezt a sebességet, a szovjet Luna-1 tirszonda volt, 1959-ben.

3. és 4. kozmikus sebesség: Szokas még értelmezni 3. és 4. kozmikus sebességeket is.
Ezek is szokési sebesség jellegi mennyiségek. A 3. kozmikus sebesség a Naprendszer, a 4. pedig a
Tejatrendszer elhagyasahoz sziikséges sebesség. Tényleges értékeiket az el6z6hoz hasonld modon
szamolhatjuk ki. A 3. kozmikus sebesség értéke 42,3 km /s, az els6 ember készitette targy, amely
elérte ezt a sebességet, az amerikai Pioneer-10 tirszonda volt, amely 1972-ben indult tnak.

Vrr =

4. Kepler-torvények

Az égitestek mozgasanak 3 alapvetd torvénye. Kepler Tycho Brahe méréseibdl kapta meg ket
(a korszak legpontosabb csillagészati mérései). Levezethet&ek belsliik Newton torvényei is.

Kepler I. torvénye: A bolygok palyaja ellipszis, amelynek egyik gyujtopontjaban van a
Nap.

Kepler II. torvénye: A bolygok vezérsugara (a bolygd és a Nap kozott huzott egyenes)
egyenld id6k alatt egyenls teriileteket stirol, vagyis a teriileti sebesség allandé. Ez azt jelenti,
hogy a bolygok napkozelben (perihélium) gyorsabban mozognak, mint naptéavolban (aphélium).

Kepler I1I. térvénye: A bolygopalyak fél nagytengelyeinek kobei gy ardnylanak egymaéshoz,
mint a keringési id6ik négyzetei. Képelettel: a/T? =all. Ha a fél nagytengelyt csillagaszati
egységekben (CsE, AU, a Fold és a Nap kozotti atlagos tavolsag), a keringési id6t években
szamoljuk, akkor az allando értéke 1 (1d. a Fold adatait beirva).

A Kepler-torvények éltaldnositasa: nem csak a Nap koriil keringé bolygokra jok, hanem
barmilyen égitest koriil keringé masik égitestre. A III. torvény hasznélatéaval vigyazni kell:
az allando értéke méas és mas lesz kiilonbo6z6 témegi vonzocentrum hasznalatakor. A térvény
altalanos alakja: ,

a GM
T8 dn? ®)

Levezetés:



5. Kupszeletek

Kéttest-probléma: hatarozzuk meg két tomegpont mozgasat, ha azok csak egymassal hatnak
koleson. Mivel a Nap gravitacios hatasa pl. a Foldre joval nagyobb mas bolygéknak a Foéldre
gyakorolt hatésanal, igy jo kozelitéssel tekinthetjiik a bolygéomozgasokat is kéttest-problémanak.
A pontosabb pélyaszamitasi modszerek (perturbacioszamités) is ebbdl indul ki.

A kéttest-probléma megoldasaként az jon ki, hogy az égitestek kupszelet alaku palyakon
mozoghatnak. A kupszeletek a kovetkezdk (rajz a tablara, hogy hogyan is szeljiik el a kipot):

1. Kor
Egy ponttol azonos tévolsagra 1évé pontok halmaza. Egyetlen paraméter jellemzi: sugér
(r). Keriilet: 2rm. Teriilet: r?m.

2. Ellipszis
Olyan pontok halmaza, amelyeknek két ponttol vett tavolsagainak osszege allando (2a).
Két paraméterrel jellemezhetjiik, pl. fél nagytengely és excentricitas. A bevezetett paraméterei
a kovetkezok (abra a tablara):

e fél nagytengely (a)
o fél kistengely (b)
e linearis excentricitas (c): a kdzéppont és a fokuszpont tavolsaga. a® = b? + ¢?

e (numerikus) excentricitas (e): e = ¢/a Megj.: ez a korre 0.

Hasznos osszefliggés: a fokuszpont feletti pontnak a fokuszponttol valo tavolsaga (semi-
latus rectum): b?/a.

Az ellipszis tertilete: abm. A keriilete nem fejezhetd ki ilyen egyszertien (zart alakban), csak
egy végtelen sorozat tagjainak osszegeként.

3. Parabola
Azon pontok mértani helye a sikon, amelyek egyenls tavolsagra vannak egy adott ponttol
(fokuszpont) és egy ezen at nem haladé egyenestdl (vezéregyenes). Felfoghato egy olyan
ellipszisként is, amelynek egyik fokuszpontja a végtelenben van, igy az excentricitasa e = 1.

4. Hiperbola
Azon pontok mértani helye a sikon, amelyeknek a két fokuszponttol valo tavolsaguk kiilonbségének
abszolut értéke alland6. Masik definicié: Azon pontok halmaza, amelyeknek egy adott
ponttol vald tavolsaganak és egy egyenestsl vald tavolsaganak a hanyadosa allandd és
nagyobb 1-nél. Ez az allando lesz a hiperbola excentricitasa.

Haromtest-probléma:

Héarom test graviticios kélcsonhatasban egymassal. Hogyan fognak mozogni? Nagyon nehéz
megoldani, csak néhany specialis esetben lehet egzaktul kiszdmitani a palyat, egyébként csak
lépésrdl 1épésre, numerikusan.

Spec. eset: a harom égitest azonos sikban helyezkedik el. Ennek stabil megoldasai a
Lagrange-pontok vagy libraciés pontok: a tér azon 6t pontja, amelyben egy kis test két, egymas
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koriil keringé nagyobb test egylittes gravitacios vonzasanak hatasira azokhoz képest kozelitGleg
nyugalomban maradhat. Az ebben a pontban elhelyezett test helyzete fix marad a masik kett6hoz
képest. (pontok helyzetét felrajzolni a tablara)

Miért is itt vannak?

o [, Ly és L3: A Fold és a Nap egyiittes gravitacios ereje megegyezik a centripetalis erével
(instabilak).

e L, és Ls: kicsit bonyolultabb, de stabilak! — trojai és gorog kisbolygok (Jupiter és Nap
Lagrange-pontjaiban), sok trtaves§ (pl. SOHO, Herschel, WMAP, Planck) érdekes pl.
lopatko alaka péalyak

6. PAlyaelemek

Egy égitest pontos palyajat 6 paraméter segitségével adhatjuk meg:

—_

. fél nagytengely (a)
2. excentricitas (e)
3. palyahajlas (7, inklinacio): a keringési sik hajlasszoge az alapsikhoz képest

4. a pericentrum argumentuma (w): a pericentrum tavolsaga a felszallo csomotol (az az irany,
ahol a kérdéses égitest palyaja délrdl észak felé haladva metszi az alapsikot); a keringési
sikban mérjiik, a pericentrum iranya és a felszallo csomo altal bezart (pozitiv irdanyban
felvett) szog nagysaga

5. a felszallo csomo6 hossza (2): az alapsikban, az alapirany és a felszallo csomo altal bezart
szOg nagysaga

6. a pericentrum-atmenet idépontja (1)

A palyaelemekkel az egycentrum-probléma megoldasa egyszertibben fejezhetd ki.

7. Specialis palyak
A Fold koril keringé miiholdak palyainak csoportositasa:
e excentricitas alapjan: korpalya ill. ellipszispalya

e inklinaci6 alapjan: egyenlit6i péalya (¢ = 0°), kozepes inklinacioju pélya, poléris pélya
(i = 90°)

e fél nagytengely (péalya magassaga) alapjan: LEO (Low Earth Orbit: < 2000 km), MEO
(2000 km és geoszinkron koézott), GEO (Geosynchronous Earth Orbit), HEO (> geoszinkron)



Specialis palyak:
e Geoszinkron: periddusideje megegyezik a Fold forgési periddusidejével

e Geostacionérius: olyan geoszinkron, amely az Egyenlits sikjdban kering, igy mindig ugyanazon
teriilet felett tartozkodik (B.2. feladat)

e GPS mitholdak palyaja: a Fold felszine felett kb. 20.000 km magasan, naponta kétszer
keriilik meg a Foldet. Eredetileg 24 mithold, jelenleg 31. A F6ld minden pontjardl
mindig lathato legalabb 4. A GPS miiholdak pontos helymeghatarozasahoz az altalanos
relativitaselmélet miatt felléps korrekciokat is figyelembe kell venni, vagyis mindig amikor
a GPS-szel meghatarozzuk a helyzetiinket, bebizonyitjuk az altalanos relativitdselmélet
helyességét.

e Molnyija-palya: nagy excentricitasa pélya, nagy apogeum-tavolsaggal, amely mindig azonos
foldrajzi hely felett van. A szovjetek hasznaltak, mivel a geostacionarius miitholdak nagy
szélességekrsl mar nem igazan lathatoak, viszont a Molnyija-palyan lévé miihold keringési
idejének java részét az apogeum kornyékén toltve kozel ugyanonnan latszik, igy helyettesitheti
a geostacionarius mititholdakat. Specialis esete a Tundra-pélya, aminek a periddusideje 1
nap és mindossze 2 ilyen palyan keringé mitihold elegend§ a 24 oras lefedettséghez.

Egi mechanikai paradoxon: gyorsitas utin egy keringé test sebessége csokken, lassitas utan
megnd. Oka: nézziikk meg korpalyara. Ekkor a test Osszenergidja:

1 Mm
E = Exin + Epor = §m1)2 - G—. (10)
r

Tudjuk, hogy a korsebesség v = \/GM /1, ezt visszairva a fenti képletbe:

_GMm_GMm__GMm (11)
9 ro 2r

E

vagyis lathatjuk, hogy a testre E ~ —% és v ~ r~Y/2. Tehat ha fékeziink, csokken az Osszenergia,

de emiatt a palyasugar is csokken. Ha pedig a sugar csokken, a keringési sebesség né! Hasonlban:
ha né az Osszenergia, né a palyasugér és csokken a keringési sebesség.

Ennek egyik példaja a Naprendszerben a Poynting—Robertson-effektus: a Nap koriil kering6
kis testekre a sugarnyomés az aberracié miatt nem csak radidlisan hat, igy a test energiaja
csokken, ezzel a sugara is, a sebessége pedig né.

Mozgas a bolygokozi térben:
Az trszondak vagy a leggyorsabban vagy a legkevesebb iizemanyag felhasznédlasaval akarnak a
céljukhoz érni, igy néhany speciélis palyat szoktak hasznalni.

Hohmann-ellipszis: egy korpalyardl egy kiils6 korpalyara allashoz. Nagyon optimalis az
energiafogyasztasa, viszont csak bizonyos tn. inditési ablakokban lehet igy inditani a Foldrél
mas bolygokra. Ezek altalaban néhany hetes idGszakok, amelyek pl. a Mars esetében 2 évente



kovetik egymast.
Van azonban még ennél is iizemanyag-hatékonyabb megoldés, de az sokkal lassabb.

Gravitacids hintamandéver: Az tirhajé valamilyen nagy tomegi égitest kozelében halad el, és
sebessége megnd a gravitacios térbdl nyert impulzusmomentum révén. Ugyanezzel a modszerrel
csOkkenteni is lehet a sebességet. Ezt az effektust a tévolabbi bolygok felé indul6 kiildetések
esetében mindig kihasznéljék, igy is izemanyagot lehet sporolni.

8. Schwarzschild-sugar

A szokési sebesség képletét tanulményozva lathatjuk, hogy eléfordulhat olyan, hogy egy égitest
felszinén a szokési sebesség eléri a fénysebességet. Az ilyen égitesteket fekete lyukaknak nevezziik,
mivel igy még a fény sem tud elszokni rola. Ez azért van, mert a relativitdselmélet értelmében
semmi nem haladhat gyorsabban a fénysebességnél.

Egy adott M tomegi testre meghatarozhatjuk, hogy mekkora sugart kéne legyen, hogy fekete
lyukka valjon. Ezt a sugarat Schwarzschild-sugérnak nevezziik és az aldbbi képlettel szamolhato:

2GM
Ez a képlet éppen abbol a feltételbdsl kovetkezik, hogy a szokési sebességet egyenlévé tettiik
a c fénysebességgel. Kiszdmolhato igy példaul egy ember Schwarzschild-sugara is. <— Hf.

(12)

Ts

9. Palyamenti sebesség

Szeretnénk meghatarozni, hogy egy kupszelet alakd palyan halado égitestnek a pélya mely
szakaszan mekkora a sebessége. Ehhez induljunk ki az égitest teljes energiajanak megmaradésabol:

m o, GMm
3V
Latjuk, hogy mindkét tagban szerepel az égitest m tomege, ezért érdemes inkadbb az un.
tomegegységre jutod energiat, amit e-nal jeléliink. Igy ezt kapjuk:

—dl=E (13)

1, GM
— = Bl 14
g 22} , ( )

Ezt most a pericentrumra (r,) és az apocentrumra (r,) felirva és atrendezve kapjuk, hogy:
2 v, GM GM
%a _ P - (15)

2 Tq Tp

Ezen kiviill hasznaljuk ki a perdiiletmegmaradast (impulzusmomentum-megmaradas) is. A
perdiilet képlete L = mrvsin(a), ahol « a sebesség és a radiuszvektor kézott bezéart szog.
Mivel mi az apocentrumra és a pericentrumra szeretnénk felirni a képleteket, ahol a sebességek
merGlegesek a radiuszokra, ezért a képlet az alabbi alakra egyszertisodik:



Fejezziik ki innen v,-t:

Ezt beirva az energiamegmaradés képletébe:

1 1 2 2
GM(———):&O—T—;) (18)
Ta Tp 2 T,

Ezt atrendezve és befrva, hogy a 2a = r, + r,, ahol a a fél-nagytengely:

v2 2a — 7
2 =GM - 19
2 7,20 (19)
Ezt visszairva az egységnyi tomegre jutd energia képletébe:
v2 GM 2a —r, — 2a
=2 _ =GM—=2 20
c 2 Ta 7420 (20)

Innen kapjuk, hogy a témegegységre juté energia csak a félnagytengelytdl és a kozponti égitest
tomegétdl fiigg, az alabbi modon:

£=—— (21)

Igy tehat felirhatjuk, hogy:

DI X7 22
2 T 2a ( )

v’ =GM (2 - 1) (23)

Itt érdemes megjegyezni, hogy bar mi csak ellipszisre vezettiik le ezt az 6sszefiiggést, de ez igaz
lesz minden kupszelet alakt palyara (hiperbolanal negativ fél-nagytengely konvenciot hasznélva).

10. Kepler-egyenlet

(Erésen hianyos)

E—csinE=M=n(t—r1) (24)
2m GM
"=\ (25)
x = afcosE —e)
y = bsin K (26)



