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1. Gravitacio, égi mechanika

Megoldasok
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1. Bemelegits feladatok

B.1. feladat

Ahhoz, hogy meghatéarozzuk az Uranusz palyajanak fél nagytengelyét, a legkézenfekvébb megoldas
Kepler III. torvényének hasznalata. A torvény szerint a bolygok a Nap koriil olyan ellipszispalyan
keringenek, amelyre a fél nagytengely és a keringési id6 kozotti relacio a kovetkezs:

CL3

T2 = all. (1)
Ha a fél nagytengelyt csillagaszati egységekben (a tovabbiakban CsE vagy AU) mérjiik, a keringési
id6t pedig években, akkor az allando értéke 1 lesz (a Nap koriil keringd égitestekre alkalmazva),
ezt legegyszertibben a Fold adatainak behelyettesitésével lathatjuk. Az egyenletet atrendezve
a = T?3-t kapunk, ahova behelyettesitve az Urdnusz keringési idejét (84 év) megkapjuk a
megoldast: a = 19,18 CsE.

B.2. feladat

A geostacionéarius mitholdak stabil korpalyan keringenek a Fold koriil, igy a rajuk hato eréknek,
vagyis a Fold gravitacios erejének és a centripetalis erének az ereddje zérus:

M A T2
GW;Q — mwlr = m%r & o= f’/GM4—7T2 — 42.227 km. (2)

Mivel azonban a keringés kozéppontja a Fold kozéppontja és nem a felszine, igy ahhoz, hogy
a felszintdl vett tavolsagot kapjuk meg, ebbdl még le kell vonnunk a Féld sugarat (6371 km).
Tehét a geostacionarius mitholdak a Fold felszine felett 35.856 km-rel keringenek.




B.3. feladat

Hasznéljuk a B.1. feladatban is alkalmazott modon Kepler III. torvényét: T = a*/? = 75,1 év.
Mivel legutobb 1986-ban volt perihéliumban, a legkozelebbi ilyen esemény 2061-ben varhato.

A perihéliumtavolsadgot megkaphatjuk tgy, hogy az ellipszis fél nagytengelyébdl kivonjuk a
linearis excentricitast (az ellipszis kézéppontja és fokuszpontja kozotti tavolsagot, jeloljitk c-
vel). A lineéris excentricitast pedig a fél nagytengely és a (numerikus) excentricités szorzataként
szamithatjuk ki, vagyis ¢ = ae = 17,21 CsE. A perihéliumtavolsag tehatr, = a —c = 0,587 CsE.

B.4. feladat

A gravitacios gyorsulds értékét legegyszertibben Newton II. torvényének felirasédval kaphatjuk
meg:

M GM
F:ma:mg:Gm2 - g=— (3)
r r

Behelyettesitve az egyes égitestek tomegeit és sugarait:
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2. Nehezebb feladatok

N.1. feladat

1. rész

Ahhoz, hogy a mitholdnak perigeuma legyen az adott pontban az kell, hogy ne adjunk sugér
iranyban sebességet neki, és hogy a sebességének nagysagat noveljiik (ha csokkentenénk akkor
apogeum lenne).

Igy tehat az uj palya rp pericentrumtavolsaga megegyezik az 14 geostacionarius palyasugarral.
Tudjuk tovabba, hogy:

rp =a(l —e), (4)

ahol a a palya fél nagytengelye, e pedig az excentricitasa.

Igy csak az a fél nagytengelyt kell ugy beéllitanunk, hogy az adott rp esetén e excentricitast
legyen. Ehhez azt kell tudnunk, hogy az ellipszispalyan mozg6 részecske redukalt energiajat
egyértelmiien meghatarozza a fél nagytengely az alabbi Osszefiiggésen keresztiil:
E GM

m  2a
Tovabba tudjuk, hogy a miiholdunk teljes redukalt energija:

()



E v GM

m 2 Test

(6)

A kett6t egyenl6vé téve, az excentricitasos képletet beirva és rendezve kapjuk, hogy a sebességet
az alabbira kell beallitani:

GM

Tgst

v =

(1+e) (7)

Ezt legegyszertibben ugy tehetjiik meg, ha a jelenlegi sebességével azonos irdnyban megnoveljiik
a sebességét az alabbi értékkel:

GM

’rgst

Av =

(Va+e —1) (8)

2. 1és7
Lényegében ugyanaz mint az elsé rész, csak mivel apogeumban vagyunk, ezért az excentricitast
az alabbi képlet adja:

ra=(1+e)a (9)

Igy lathato, hogy mindenhol megvaltozik az e elGjele, igy a végeredmény az, hogy az alabbi
sebességet kell adnunk a mar meglévs sebességhez:

GM
Av = ( (1—e)— 1) (10)
'rgst
Ez lényegében egy lassitas lesz.
3. rész
Barmelyik korabbi végképletben e = 1-et irva megkapjuk a megoldast, ami az alabbi:

GM
Av =

(\/5 - 1) (11)
Tgst

Azonban tartsuk észben, hogy ez csak a legegyszertibb megoldds. Barmilyen megfeleld
nagysagu, a Fold iranydhoz képest meréleges sebességii eset jo lesz.

4. rész

Az egyik feltételiink itt az, hogy korpalyan maradunk. Ezt tgy tudjuk teljesiteni, hogy a
sebesség nagysagat nem valtoztatjuk és iranyat is csak ugy, hogy ne legyen radialis komponense.

A 1. abrat megnézve ez az alabbi médon teljesithets. Legyen a hozzaadott sebesség nagysaga
Av = 2vsin(3), ahol a a kezdeti és ered sebességek dltal bezart szog. Legyen a Av és a v altal
bezért szog . Ekkor a v, ered6 sebesség o = 2¢p — 180°szoget zéar be a v eredeti sebességgel.

5. 1és7

Itt csak egy v-vel megegyez6 nagysagu sebességet kell kivonnunk v-bél, azaz meg kell allitanunk
a palydjan a mtholdat. Természetesen ekozben adhatunk neki egy tetszéleges sugarirdnyt
sebességet.

6. rész



1. 4bra

Ez a feladat lényegében ugyanaz, mint a 4. rész, csak i-t egyenlévé kell tenni a-val, hiszen a
geoszinkron palya ugyanolyan mint a geostacionarius csak el van ahhoz képest fordulva.

N.2. feladat

Schwarzschild-sugarnak nevezziik azt a fekete lyuk kozepétél mért tavolsdgot, ahol a szokési
sebesség a fénysebesség. A szokési sebesség képletét felirva:

2GM 2G M
c=\= - R=75 (12)

Behelyettesitve a fekete lyuk tomegét (M = 4 - 10 M, ~ 7,956 - 10%¢ kg), a kovetkezs értéket
kapjuk a Schwarzschild-radiuszra: R = 1,18 - 10'° m.

Az atlagos strtség kiszamitasahoz tételezziik fel gomb alakinak a fekete lyukat! Ekkor a

térfogata V = 2R31 = 6,87 - 10% m?, igy stirtisége: o = &F = 1,16 - 10925,

Megjegyzés: Ez a stirliségérték ugyan elég nagy, kb. ezerszer akkora, mint a vizé, azonban

ahogy né a fekete lyuk tomege, igen gyorsan csokken a stirtisége, ugyanis:

M M M 1
A VT Ve

(13)

vagyis a striség a tomeg masodik hatvanyéaval forditottan aranyos; a nagyobb fekete lyukak
strtisége tehat igen kicsi.

N.3. feladat

Az excentricitas kiszamitasdhoz hasznaljuk a mér ismert Osszefiiggéseket a fél nagytengely, a fél
kistengely és a lineéris excentricitds kozott: ¢ = va? — > = 5 CsE, ahonnan a (numerikus)
a

excentricitds: e = ¢ = 0,385. A periasztrontavolsig pedig: r, = a — ¢ = 8 CsE.

N.4. feladat

Nézziik meg, hogy a palyaellipszis mely részei esnek a lakhatosagi zonédba! Tudjuk a feladat
szovegébdl, hogy a lakhatosagi zona kiils§ hatara egybeesik a fél nagytengellyel. Az ellipszis

4



definici6 szerint olyan pontok halmaza a sikon, amelyeknek a két fokuszponttol mért tavolsagosszege
allando. Ez az allandé pedig éppen 2a (ha ezt nem tudjuk, szamitsuk ki a pericentrumra vagy
az apocentumra). Az ellipszisen annak kozéppontja feletti és alatti pont (1d. 2. abra) emiatt
éppen a téavolsagra lesz mindkét fokusztol, hiszen szimmetrikus az ellipszis, és 2a/2 = a. Tehat
azt mar tudjuk, hogy ezen két ponton metszi a lakhatosagi zona kiilsé kore az ellipszist.

2. 4bra

Vajon hol metszi a belsé kor? Ellendrizziik elészor, hogy metszi-e egyaltalan. Az ellipszisnek a
fokuszhoz legkdzelebbi pontja a pericentum, aminek a tavolsaga: r, = a—c = a(l—e) = 3,2 CsE,
ez tehat a lakhatosagi zonan beliil van. A kérdés tehat az, hogy az ellipszisnek a pericentrumhoz
kozelebbi felét a keringési id6 hanyad része alatt teszi meg a bolygd. Mivel itt gyorsabban halad
Kepler II. torvénye miatt, 50%-nal kisebb értéket varunk.

Kepler II. torvénye kimondja, hogy a vezérsugar egyenls id6k alatt egyenld teriileteket strol.
Hasznaljuk ki ezt! Igy csak a 3. abran lathato bevonalkézott teriiletet kell Gsszehasonlitani

az ellipszis teljes teriiletével. A teljes teriilet: T = ab = 15,68 CsE?. A haromszog teriilete
2bc

(alapja 2b, magassaga c): T, = 2 = bc = 3,14 CsE*. Innen pedig a vonalkédzott teriilet:

T, = % — T, = 4,7 CsE?. Ez pedig az eredeti teriiletnek 30%-a.




N.5. feladat

A bolygé és a csillag a kozos tomegkdzéppont koriil keringenek. A csillag téavolsdga a tomegkozépponttol:
r =4 CsE%Z =4-107° CsE = 6020 km. Megjegyezziik, hogy ez b6ven a csillag sugaran beliil

van, tehat a csillagot nem fogjuk valoban korpalyan keringének latni, hanem csak imbolyogni

fog. A csillagot az alabbi szoggel latjuk elmozdulni (a 15 fényévet atvaltottuk kilométerbe):

20 k
a= arctg< 0020 ko ) ~107°" (14)

1,42 10 km

Tehat a csillag modulacioja 10~° ivmasodperc. Mivel a bolygd korpéalyan kering a csillag koriil,
ezért ez a modulécio fiiggetlen a rendszer inklindcidjatol, vagyis attol, hogy milyen szogben is
latunk réa.

N.6. feladat

A feladat megoldasahoz hasznaljuk a palyamenti sebességképletet, ami barmilyen kupszelet alaki

pélya esetén jo:
2 1
v’ =GM (— - —) : (15)
rooa

Mivel a Fold felszinétsl vett tavolsag van nekiink megadva, ehhez még hozza kell adjuk a Fold
sugarat, ugyanis az egyenletben r a fokuszponttol mért tavolsag: r = 326.371 km lesz igy. Az
egyenletet atrendezve megkaphatjuk az a paramétert (ami ellipszispalyara a fél nagytengely):

1
4= 5—— =—1,375-10° m. (16)

2 _ v
r GM

Mivel negativ értéket kaptunk, ez azt jelenti, hogy hiperbolapélyan halad a rakéta, ami jo, mert
el akarjuk hagyni a Foldet. A kapott a-t és a masodik pozicionak a Fold kézéppontjatol mért
tavolsagat (ro = 6601 km) beirva a 15. képletbe megkaphatjuk a végeredményt: vy = 11, 1kTm.
Latjuk, hogy a Foldhoz kozelebbi pozicidra helyesen nagyobb sebesség jott ki.

3. Diakolimpiai szintid feladatok

D.1. feladat

A megoldés lényege az a felismerés, hogy a fény véges sebessége miatt a Seneca koriil kerings
tirszonda jeleibsl arrol kapunk informaciot, hogy a kisbolygd milyen tévol van a Foldtsl. Igy
azt az informéciot adja meg a feladat szévege, hogy mi a legkisebb és legnagyobb tavolsag ami
a Fold és a Seneca kozott kialakulhat. Szamoljuk ki, hogy a megadott idGtartamok mekkora
tavolsagnak felelnek meg:

d = cAt, (17)

ahol d a Seneca tavolsaga a Foldtél, ¢ = 3-10% m/s a fénysebesség, At a radiojel Foldhoz éréséhez
szitkséges id6. Beirva a feladatban szerepls idSket kapjuk, hogy



dmin = 0,24 CsE dmax = 4,68 CsE (18)

(1 CsE= 1,5 10" m)

Ezek alapjan a Seneca ellipszispalyajat a Fold korpalyajahoz képest fel lehet rajzolni. Ehhez
vegyiik észre, hogy a Seneca palyaja nem metszheti a Fold palyajat, mivel ekkor kialakulhatna
olyan helyzet amikor gyakorlatilag 0 perc alatt eléri a Foldet a jel. Az pedig, hogy a Seneca
palydja a Fold palyajan beliil helyezkedjen el azért nem lehetséges, mert a legnagyobb tavolsag
esetén (4,68 CsE) messzebb van a Foldtsl, mint a Fold palyasugaranak kétszerese (2 CsE). Ezért
tehat arra jutunk, hogy a Seneca pélyaja a Foldpéalyan kiviil helyezkedik el (lasd 4. abréat).

dmin 1 CSE dmax

Tp Ta

4. 4bra

Az abra alapjan kifejezhetjiik a Seneca palyajanak pericentrumtavolsagat (r,,) és apocentrumtavolsagat
(ra) & dpin €S dmax €rtékeivel az alabbi moédon:

Tp = dmin +1 CSE 1y = dpax — 1 CsE (19)

ro=1,24 CsE  r, = 3,68 CsE (20)

Ezutén szeretnénk meghatérozni a Seneca palyajanak a fél nagytengelyét és e excentricitésat.
Ezt a kozel- és tavolpontok ismeretében az alabbi Osszefiiggésekkel tehetjiik meg:

a = 77413 ; Ta (21>



e:l—%p (22)

Igy a Senecéara az alabbi értékeket kapjuk:
a=246 CsE e=0,496 (23)
A fél nagytengely ismeretében a palyaperiodust Kepler III. térvénye alapjan szémolhatjuk

ki, ami a Naprendszerre az alabbi alaki, ha csillagaszati egységben és évben szamolunk:

— =1 (24)
Igy az alabbi eredményt kapjuk:

T = 3,86 év (25)

A két oppozicio kozott eltelt id6t gy kaphatjuk meg, ha kiszdmoljuk a Seneca és a Fold
relativ atlagos szogsebességét:

Wre]l = WF — WS (26)

Beirva, hogy az atlagos szogsebesség w = 27/T, ahol T' a keringési id6 és az egész egyenletet
2m-vel osztva kapjuk, hogy:

1 1 1
1 27)
Toa Tr 15
Innen a Ti;q sziderikus keringési idére az alabbi képletet kapjuk:
1
1 1 (28)

1Tév 3,86 év

Innen, mivel ez éppen megegyezik a At két oppozicio kozott eltelt idével, ezért a végeredmény:

At =1,35 év (29)

D.2. feladat

Tegyiik fel, hogy egy atlagos ember ugrassal a tomegkozéppontjat kb. 50 cm-rel tudja megemelni.
Irjuk fel az energiamegmaradast: %mvg = mgh, vagyis vo = v/2gh = 3,13%-0s volt az elrugaszkodés
pillanataban a sebességiink.

Nézziik most meg, hogyan fiigg a szokési sebesség a bolygd sugaratol! Ugyebar a kérdésben
szerepld bolygora pont vy kell legyen a sz0kési sebesség, vagyis vy = /284 = M%GWQTQ, ahol

T
4

az utobbi alakban a tomeget kifejeztiik a sugarral és a stirtiséggel (M = 57“37?@). Atirva a kapott
formulat, a sugér kifejezhets:
3 1

r= gngﬁg' (30)




Ebbe a kifejezésbe be kell helyettesitsiik a Fold stirtiségét, amit annak témegébdl és sugardbol
szamithatunk ki, az eredmény: orp = 5513 %. Ezt beirva megkapjuk a keresett bolygd sugarat:
1783 m. Ellenérizhetjiik is a kapott eredményt: beirva a foldi szokési sebességet, meg fogjuk
kapni jo kozelitéssel a Fold sugarat.

Megjegyzés: lathatjuk, hogy a kis herceg bolygojat foldi strtséglinek feltételezve arrdl is
béven el lehetne szokni egyetlen ugrassal.



